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2.1 本稿の 3 つ の目的
本稿 の第 1 目的は ､ 相異なる n 個の 要素 を持ち空で はない 有限集合 n
n - (LJl, I - , Wi, - ,LJn) [1 ≦ n < ＋ ∞]
を標本空間と し増大情報系 A - (At‡F= o の 設定された確 率空間 Mp の 上
Mp - (∩,B,P;A), B - (MIM ⊂ 0), ∀山 ∈ 0 :3'(LJ)> 0
で マ ル チ ン ゲ ー ル全体か ら成る線型空間 W M[?】を考え､ 内積確率変数
At付 の 内積確率変数 :(X ,Y(At) - Ep[X ･ YIJL舌]
の ア イディ ア(条件付内積)に基づ く内積確率過程(I,B) - ((I, 恥)T= o
t
(I, 恥 - Ep[Xo ･ Yo]＋ ∑Ep[(Xs ･ Y8 - Xs - 1 ･ Ys - 1)lAs - 1]
β= =1
を必然性 の ある方式で 導出して ､ W M[P]を内横線型空間と同様 に扱うこ
とに より マ ル チ ン ゲ ー ル 表現定理
空で ない W M[P]に対 し正整数 m が 一 意 に定ま り次式が成り 立 っ .
･ xl - ∃X- ∈ WM[P]:(∀iVj(1 ≦豆≦j≦ -):iij - XiTXj)&
(∀貼 W M[P]j!SIE LM[Xl]･ - ヨ!9- ∈LM[X-]:( - o)- 91＋ - ＋9-)
を線型代数 にお ける通 常の 定理 と して証明す る こ とで ある｡
【Re - ark] XiT Xj は(Xi, I,I) - 0 に よる直交を意味 し､ L M[X]は X
か ら(確率積分 で)生成された部分線型空間で ある. 集合(Xl, - , Xm)が
線型空間 W3y[P]の マ ル チ ン ゲ ー ル 直交基底 で あると理解するo
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本稿 の結果は ､ 証券市場の完備性 を線型代数 (＋ 定義 レ ベ ル の マ ル チ ン
ゲ ー ル 理論) で扱う ことを可能 と し､ 金融数理 にお ける確率解析 の 負担 を
大きく削減す るo Ha rrso n,Kr eps,Pliska の ア プ ロ ー チ は ､ 無裁定価格理論
の 基本定理 (同値 マ ル チ ン ゲ ー ル 測度の存在条件と 一 意条件) にStie mke
の 補題 を取 り込 ん で数学的枠組 み を革新 した が ､ 完備性 の 本質部分 で は
マ ル チ ン ゲ ー ル 表現定理 の表 面的な結果利 用に止 ま っ た ｡ 基本定 理 の数
学基盤が Stie mke の補題 で線型代数化され たよ うに ､ 内横確率過程(I,g)
は完備性 の数学基盤を線型代数化す る｡
こ の 線型代数 と して の マ ル チ ン ゲ ー ル 表現定 理 は ､ 基底 の 要素数 の 存
在性と - 意性を示 して も ､ 要素数を具体的に確定は しない ｡ 要素数 の確定
は ､ 確率解析 (国 田 ･ 渡辺 の L2 マ ル チ ンゲ ー ル確率積分) の 一 般論 で は
扱われな い が ､ 金融数 理 における重要テ ー マ で あり ､ Dotha n(1990)の マ
ル チ ン ゲ ー ル 表現定理 に 関す る記述 で 結果 を知る こ とが で きる ｡ 確率空
間 袖 に設定された 増大情報系 A - (AtitT= . の分岐状況が マ ル チ シグ ー
ル 直交基底 の 要素数を決 め るo た だ し､ Dotha n(1990)の 証明は簡単 な状
況 で の 例示 (連立 1 次方程式 の 計算) に止 ま り ､ 本質 を解明 し て は い な
い
o 本稿 の 第2 目的は ､ マ ル チ ン ゲ ー ル 直交基底 が A の分岐状況に応 じ
て 如何 に 出現する か ､ を明確 に具体的に記述す る こ と で ある｡ マ ル チ ン
ゲ ー ル 表現定理 は ､ これ に よ っ て ､ 更に深く金融数 理 と結 び付く｡
本稿目的の 最後は ､ マ ル チ ン ゲ ー ル 全体か ら成 る線型空間 W,w[P]に
対 して 定義 した 内債確率過程(I,y) - ((I, 恥)tT= . か ら新 しい微分公式
d(I, 恥 - Ep[YtdXtJA ト 1】
を導き ､ 確率測度 の変換に適用 した結果 と下記 の 自明な命題 を統合 して ､
確率解析 で 重要 な Girs a n o v定理 (有限離散型) を証明す る こ と で ある ｡
A - (AtltT- o 適合率任意 の確率過程 X - (Xt)tT= . に対 し次式 で
確率過程甘 - (Yt)tT= . を定義すれば ､ 確率過程甘は確率測度 Q
に関 して マ ル チ ンゲ ー ル で ある .
d Yt - dXt - EQ[dXtlA ト 1]
Girs a n o v定理 は マ ル チ ン ゲ ー ル表現定理 とは別 の 内容だが ､ 内積確率過程
(I,習)に直結した定理 で ある. こ の定理も金融数理が 必要と して お り ､ 本
稿 の 証明は定理の 本質 を明噺に見通すo Dotba n(1990)にお ける Girs a n ov
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定理 の 扱い は ､ マ ル チ ン ゲ ー ル 表現定理 の 場合に比 べ れば成功 して い る
が ､ 機械的な計算 の証 明で あり ､ 上記 の微分公 式と定義公式を認識 して
い ない . 確率過程(I,別 は線型空間 W3yC[P]に内積 を与 えるだけで なく､
微分公式も生み出す｡
筆者は ､ 金融数理 に対する学際的ア プ ロ ー チ の 具体化を目標に ､ 無裁定
価格理論 の数学的基盤を厳密 か つ 初等的に構築する研究を進めてきた｡ 井
上(2004)と井上(2005)は基本定理 に関する論考 である｡ 本稿は内積確率過
程(X乃)から証明される 2 つ の 定理 を扱 っ た o こ の 内容は Do七han(1990)
の cbapter5と密接 に関係する｡ Do七ba nの 平易 ･ 素朴なア プ ロ ー チ は興味
を引く が ､ 踏み込 ん で 考える と ､ (X乃) の 導入方式が暫定的で 必然性 に
欠 け､ 定理の 証明が本質 を解明 して い な い ｡ 本稿に よ っ て 必 然性 と本質
の 双方が十分に把握され る｡
2.2 Do七ba nの ア プロ ー チ
マ ル チ ン ゲ ー ル 表現定理 は国田 ･ 渡辺 の L2 マ ル チ ン ゲ ー ル確率積分に
お ける中核定理 で ある o 園田 ･ 渡辺 の 理論は 2乗可積分(L
2
)マ ル チ ンゲ ー
ル の Do ob- Meyer分解か ら始ま る. マ ル チ ン ゲ ー ル X - (Xt)T= o に対 し ､
X2 - (xt
2
)t
T
= o は正値 の劣 マ ル チ ン ゲ
ー ル で あり ､ X2 の Do ob - Meyer分
解を経 て確率過程(I)- ((I)七)T= o が定ま るo
(I)は可予測な増加過程 で ､ 可予測 2次変分過程と呼ばれる o 内横線
型空間の ノ ル ム と同 じ性質 を持 つ の で ､ (I)をノ ル ム確率過程と解釈す る
こ とができ ､ (I)か ら内積 に相当する確率過程(I,那 - ((I, 恥)T= o を
導出す る. (I,郎 は可予 測2次共変分過程 と呼ばれる . L2 マ ル チ ン ゲ ー
ル の全体か ら成る空間 W は ､ 大雑把 に い うと ､ (I,ち)を内積 とする無 限
次元の 線型空間で ある｡
投資戦略の 確率過程(可予測)α - (αt)tT= o と証券価格の マ ルチ ン ゲ ー
ル X - (Xt)T= o の 確率積分過程は取得利益の マ ル チ ン ゲ ー ル で ある .
/αdX -〈(/αdX)i);=. -〈f
七
asdXs)?=.
あらゆる戦略α に対するfαdXの全体 L[ 抑ま､ X から(確率積分で)生成さ
れた部分線型空間(⊂ W)を成す｡ 空間 W に相互直交の Xl,X2, - , Xi, -
1 7
が存在すれ ば､ 空間 W は
w - 叩 1j＋ 叩 2]＋ - ･ ＋ 叩 i]＋ ･ ･ ･ (直和)
で表現され る o 従 っ て ､ 空間 W の任意 の 要素(マ ル チ ン ゲ - }v) 紬
甘 -/6dXl ＋/7dX2 ＋ ･ ･ ･ ･/6dXi ･ ･ - (増 表現)
と なり ､ 任 意の マ ル チ ン ゲ ー ル が確率積分過程 で表現され る ｡ これ が マ
ル チ ン ゲ ー ル 表現定理 で あるo ノ ル ム確率過程くX)か らの 導入 が技巧的
で ､ 途中の議論 も複雑 だ が ､ 定理自体 は明快 で ある｡
Dothan(190)は ､ 有限な確 率空間 Mp - (”,B,P;A)を台とす る マ ルチ ン ゲ ー ル を対象 に ､ マ ル チ ンゲ ー ル表現定理の 線型代数化を試行 した .まず ､ 下 記の 2次共変分過程 - ]- ([x,y]t)t
T
-o を天 下り で軍義 し､
t
rx潮t - xo ･ yo ＋ ∑(xt - xt - 1)･(Yt - Yt _ 1)
β= 1
そ の 可予測版と して 下記 の 可予 測 2次共変分過程くX,那 - ((I, 恥)tT= o
i
くX,恥 - Ep[Xo ･ YoIAoJ＋ ∑Ep[(Xt - Xt- 1)I(Yt - YtJ IA s _ 1]
β= 1
を同 じく 天下り定義す るo ノ ル ム 確率過程くX)か らの 出発 で は ない .
2次共変分過程[X,別 を最初 に置い た の は ､ それ が統計 の 共分散 に似
て お り､ 天 下 り で も受 け入れ られ る と判断 したか らに違 い ない . Dothan
はrX乃=こ対する様 々 な計算公式 を提示す る o しか し
､ 2次共変分過程
[x, 抑 ま無くて もよく､ 可予測2次共変分過程(I,m こそ が必須 で ある ｡
だか らこそ ､ Dothan は次 の 定義をする .
[x と 甘が 直列 与 [Vt(0≦t≦ T):(X,y)i - o]
この 定義も天下りで あるo〔X,m &優先的に扱い なが ら､ 説明な しにくX,mで 直交 を定義 して い る ｡
共分散 の概念 は マ ル チ ン ゲ ー ル 表現定理q)線型代数化 に何 も貢献 しな
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い
o Dothan(1990)は ､ 可予測 2次共変分過程(I,g)､ X と甘 の 直交性 を
単 に天下 り定義 した だ けで ある ｡ 天下 り自体 は ､ 好ま しい こ と で は ない
が ､ 論理的には認め られ る｡ ならば､ Dotban(1990)の ア プ ロ ー チ に論理
的な問題点はない の かo 実は ､ 可予測2次共変分過程(I,9)が正当な内
積 で はない ｡
内積は ス カラ(ベ ク トル の係数 ‥実数､ 複素数)で あり ､ (I, 抑ま内積
と 同じ性質をも つ が確率過程 であっ て ､ ス カ ラでは ない ｡ 従 っ て ､ D｡than
の ア プ ロ ー チ には数学的な無理が存在 して い る｡ Do七han(1990)が ､ マ ル
チ ン ゲ ー ル 全体から成 る線型空間 W M[P]と､ W M[叩こお ける内積 を正面
か ら論 じて い ない の は ､ そ の た めで ある｡
上記 の 難点を解決す るた め に ､ 増大情報系 A - (At)t
T
= . の 設定され
た確率空間 M? - (∩,B,P;A)にお ける確率変数の 全体か ら成る線型空間
VM で ､ 内積 の 概念 を再考するo
2.3 内積確率変数の導入
線型空間 VM (∀X V Y∈ VM)に対 し ､ (X ,Y)を次式 で定義すれば､
(X ,Y) - Ep[X ･ Y] (∀XVY ∈ VM) (2.3.1)
(X ,Y)は線型空間VM にお ける内積となるo こ れは下記 の 2 つ の 内積
高校数学 :妄xiyi , LA 数空間:f
b
f(x,9(x)?x
に類似 した定義 で あり ､ 普通に使 われて い る｡ しか し ､ 本稿は明確 な意
図をも っ て ､ これを使 う｡ す なわち､ 次 の 命題 を証明す るた めに使 う0
D e丘nition 2.3.1
At可測な確率変数 の 全体か ら成る部分線型空間をVM[At]と表記するo
Propositio n 2.3.1
X - Ep[XIA七](∀X ∈ VM)は部分線型空間V3y[AL]と直交するo
∀XVY ∈ VM : Y ∈ VM[At] う Y ⊥(X - Eg,[XfA舌]) (2.3.2)
【Rem ark] 条件付期待値 Ep[XIAt]は A舌可測 な確率変数で ある o
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rpro of] Y ･(Ep[XtAt])- Ep[X ･ YfAtj(VY ∈ V3M t])と
Ep[Z]- Ep[Ep[ZIAtlj(∀Z ∈ VM)の 2 つ に 注意する ｡
Ep[(X - Ep[X,At])･ Y] EpEX ･ Y - Y ･(Ep[XJAt])j
Ep[X ･ Y - EpEX ･ YIAtj]
Ep[X ･ Y ト Ep[Ep[X ･ Y!AtH
Ep[X ･ Y ト Ep[X ･ YI
0
内積 を(2･3･1)で 定義すれば､ (2･3･2)の 直交 が成 り立 っ ｡ こ れ は ､ 確率変数 X の 部分線型空間 V3M t咋 対す る正射影 が Ep[XfAt]で ある こ と を
示す｡
Ep[X ･ Y]は実数(ス カ ラ)で Ep[X ･ YIAt]は確率変数(Ba数)の相 異は ある が ､ Ep[X ･ Y] - EpEX ･ YIAo]で ある こ とか らも推察 されるよ う
に ､ Ep[X ･ Y]と Ep[X ･ YIAt]の 2 つ は同 じ性質を持 っ .･
Proposition 2.3.2
Mク エ (f7,盟,P,･ A -(At)tT- o)上 の VM にお い て 下記 の(1)-(4)が成り立 っ ｡
(1)V X∈ VM : Ep[X ･ XfAt]≧0
(2)V X∈ VM : Ep[X ･ XtA舌] - 0 ヒ; X = 0
(3)V X VY ∈ VM : Ep[X ･ YIAt] - Ep[Y ･ XIAt]
(4)VXVYVZ ∈ VM : Ep[(aX ＋b Y)･ ZIAt]
= aEp[X ･ ZIAt]＋bEp[Y ･ ZtA舌]
Propo sitio n 2.3.3
x - Ep[XLJLt](VX ∈ VM)は部分線型空間 VM[At]と A 榊 直交する .
これ等 2 つ の命題 は我 々 を次 の 定義に誘う｡
D e丘nitio n2.3.2
Mク エ (∩,B,P;A -(At)F=.)上 の線型空間 VM に対 し､
くX ,YLAt) - Ep[X ･ YIAt] (v x vy ∈ vM) (2･3･3)
で定義された(X ,YIAt)を V3W にお ける JL柵 の 内積確率変数とい う.
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At 付 の 内積確率変数は 正当な内積(ス カ ラ)で はな い ｡ しか し､ 条件
付 の 内積(標本空間が場合分けされた ､ すなわち直和分割 された ､ そ して
各分割要素にお い て は正当な内積)で あり ､ 本来 の 内積に対 して以下 の 関
係をも つ ｡ 補題 ､ 定理 ともに自明に近 い が重要 で ある｡
Le m ma 2.3.1.1
M3, - (f2,B,P;A -(At)tT= o)上 の 線型空間VM にお い て ､ 次式が成り立 っ .
∀XVY ∈ V朋 : (X ,Y) - Ep[(X ,Y(A壬)】 (2.3.4)
[Pro of] 耳p[X ･ Y] - Ep[Ep[X ･ YIAt]]より明らか｡
T heo re m 2.3.1
Mp - (f7,B,P;A -(A舌)tT= o)上 の線型空間 VM にお い て ､ 準式が成り立 っ o
∀X W ∈ V3v( : (X ,YIJLt) - 0 → (X ,Y) - 0 (2.3.5)
確率変数 の線型空間VM に対 して 内積確率変数の概念(条件付内積)を
導入 した 目的は ､ マ ル チ ン ゲ ー ル(特別な確率過程)の 線型空間に内債確
率過程を導入す るた め の 準備 で ある ｡
2.4 内積確率過程の 導出
増大情報系A - (A舌)i
T
= .
の設定された確率事象空間 M - (i?,B;JL)で ､
確率測度 P に関する マ ル チ ン ゲ ー ル X - (Xt)t
T
= . の 全体は線型空間を形
成する. これは ､ X を T ＋1個 の確率変数 の 有限列
X - (Xt)T= o - (xo, - ･ , xt, - , xT) (2.4.1)
に展開すれば直ちに分 かる ｡ こ の P マ ル チ ン ゲ ー ル線型空間を W M[P]と
表記する. 次の 定義 は , 線型空間VM の 内積(X,Y)を式(1.1)に合わ せ
て 拡張 しただ けで ある｡
De丘nitio n 2.4.1
” - (∩,B;A)上 の P マ ル チ ン ゲ ー ル線型空間 WM[P]iこ対 して ､
(I,ち)- 卑p恒xt ･ yL](∀X -(XtlF=.∀甘-(Yt)tT= o ∈ w M[P]) (2.4.2)
で 定義される(I,ち)を線型空間 W M[P]の 内横 と い うo
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式(1･2)を次 の ように変形す ると ､ P マ ル チ ン ゲ ー ル 線型 空間 W M[P]
(I,甘)- Ep垣xt ･ ytj
T
- ∑(Ep[Xt ･LYJ)
t==0
にお ける2 要 約 - (xt‡tT-o ,甘 - (YtltT-o の 釦 ･ 習(A 適合 な確率過程)
x ･ 習 - ‡Xt ･ Yt)t
T
- o (w3W[Plの 要素とは 限らな い)
と ､ 線型空間 W M 例 の 内積(I,習)と の 園係 が見えて く る｡
Pr opositio n2A .1
∀x - (xt)tT- o∀甘 - (Yt‡tT- o ∈ w MrP]に対 して 次式が成り 立 っ
.
[(xo･ yo - o)&'x･ - 叫 -[vt(o≦i5T'･･ Ep[Xt ･ YJ - oj
[proof] Ep[Xi I Yt] - Ep[Ep[Xt＋1 I Yt＋1 捌 - EpfXt＋1 I Ytil]より 0 - Ep[Xo ･ Yoj - Ep[Xl ･ Yl] - - I - Ep[XT ･ YTI
Pr opositio n 2.4.2
p マ ル チ ン ゲ ー ル線型空間 WJm の 内積(I,m に対 し次式が成り 立 っ
｡.
E(xo ･ yo - o)&(x ･ 習 E W 叫 -[(I,m - oj
こ の命題は ､ 郎 ･ y - (xi ･ Yt)tT- o の マ ル チ ンゲ ー ル 性が X と甘の 直交性 に関連 して い る こ と を教える｡
確率空間 恥 - (I?,ち,P,･A -(A舌)tT- o)上 の確率変数全体か ら成 る線型空間 VM に対 して ､ 内債(x ,y)と 内債確率変数(x ,yIA舌)の 2種類 を定義 したo これを踏襲し て ､ ” - (”,B;A -(At)fT= o)上 の ア マ ル チ ン グ ー ル
線型空間 W3KドPjに対 し､
A 適合な内積確 率過程 ‥くX,m - 千(I, 恥)F= o
の 定義を試み るo くX ,YIAt) - EpEX ･ YLAt]から の類推 で ､
(x, 恥 は 噺 Xt ･ YtfAt - 1jに類似 した確率変数 で ある こ と .
(I,m - o の直交性か ら(I,m - oの 直交性が導ける こ と.
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(2･4･3)
(2･4･4)
を仮定 して ､ (I,別 の形式 を確定するo 具体的に は ､
(I,恥 は A ト 1 可 測な確率変数で ある ･ (2.4.5)
[すなわち､(I,即 は A に関 して 可予 測で ある .]
X ･召 - (I,那 - (Xt ･ Yt - (I, 恥)T= o ∈ w M[P] (2.4.6)
の 2 つ を前提 に して ､ (I , 恥 の 定義式を導出する. これ は ､ 以下に示す
ように ､ 実は非常に簡単な こと で ある｡ (2.4.6)が(2.4.4)の 具体化 で ある
こ とは命題2.4.2 からわ かる ｡
Ep[Xt- 1 ･ Yt - 1lAt- 1 ト(I, 恥 - 1 - Xt _ 1 ･ Yi _ 1 - (I, 恥 _ 1
で あり ､ 前式 の 右辺 は次 の ように変形され る｡
Xt - 1 ･ Yt _ 1 - くX,甘)i_ 1
- Ep[Xt ･ Yt - (I, 恥IA ト 1]
- Ep[Xt . YtlAt - 1 ト Ep[(I, 恥IA ト 1]
- Ep[Xt ･ YJA ト 1 ト(I , 恥
従 っ て ､
(I,恥 - (I, 純 一 1 - Ep[(Xi ･ Yt - Xt - 1 ･ Yt - 1)lA ト 1] (2.4.7)
が成り立 ち､ 式(2･4･7)を解けば(I,恥 q)基本形式(2.4.8)が分か るo
t
(I, 恥 - (I,mo ＋∑ Ep[(Xs ･ Ys - Xs J ･ Ys 1 1)[As - 1] (2･4･8)
β= =1
(I,即o は Ao 可測 な確率変数 ､ すなわち定借の確率変数 である. 線型空
間 V3Y[ で定義 した Ao付 の 内積確率変数(Xo ,Yo(Ao) - Ep[Xo ･ Yo[Ao]
を(I,ち)o と して採用す る.
(I ,郎o - Ep[Xo ･ YoIAo] (2･4.9)
こ の 理由は次の 命題 を見れば明らか で ある｡
Propo sitio n 2.4.3
∀X - (Xt)tT= o∀甘 - (Yt)tT= o ∈ w3vt[P]に対 して 次式が成り立 つ Q
Vt(0≦i≦ T): Eg,[Xt ･ YJ - E9,[(I, 恥]
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【pr oof] Ep[くX 7mO ＋ ∑…= 1 Ep[(Xs ･ Y8 r Xs J ･ Ys _ 1)1A s _ 1]]
= Ep[(I,mo]＋ ∑三= 1Ep[Ep[(Xs ･ Ys - Xs - 1 ･ Ys J)LAB _ 1]]
- Ep[(I,mo]＋ ∑
t
s = 1 Ep[Xs ･ Ys - X8 - 1 ･ Ys _ 1]
= Ep[(X潮 o]＋∑
i
s = 1(Ep[Xs ･ Ys ト E,[Xs - 1 I Ys _ 1])
- Ep[Xt ･ Yt]
上記の 命題 は ､ 内債確率変数 の 場合 の(X ,Y) - Ep[(X ,YIA舌)iiこ対
応するが ､ それ を知 らなく て も式(2.4.8)か ら推察で きる｡
2･5 ノル ム の導入と展開
前節 で 導出 した 内積確率過程(I,m - ((I, 恥)tT= o は期管され た性
質を持 っ て い るo すなわ ち､ 次の 2 つ の命題が成り 立 っ ｡
Propo sitio n 2.5.1
∀X - (Xt‡iT= o∀召 - (Yt)tT= . ∈ w 抑]に対 して次式が成り 立 っ o
vt(o ≦t≦ T): (I, 恥 - 0 → (Xt, Yt) - 0 (2･5･1)
Pr opo sitio n 2.5.2
P マ ル チ ン ゲ ー ル 線型空間 W M[P]にお い て 次式が成 り立 っ .
∀珊甘 ∈ W M[P] : (X乃)- 0 ぅ (I,ち) - 0 (2･5･2)
導出 した 内横確率過程(X潮 と Dothan(1990)で 天 下 り定義 され た
(I, 抑 ま形式 が少 し違うo しか し､ I - (Xt)t
T
= . と習 - (Yt)tT= . の マ ル チ
ン ゲ ー ル 性 に よ っ て 両者は等 しく なるo 下記の 定義は差分型 ､ 命題は差
横型 で ある｡
De丘ni七io n 2.5.1
(I, 恥 -(Ep[Xo
･ YoJA9][t - 0 の 場合 ､ 1≦舌≦ T の 場合 は下段】
Ep[Xo ･ YoEAo]＋∑
t
s = 1 Ep[(Xs ･ Ys - Xs - 1 ･ Ys _ 1)IA s _ 1]
Propositio n 2.5.3
∀X - (Xt)tT=o∀甘 - (Yt)tT= . ∈ wMrP]に対 して 次式が成 り立 っ .
i
(I, 恥 - Ep[Xo ･ YoJAo]＋∑Ep[(Xt - Xt - 1)･(Yt - Yt _ 川 hs _ 1】
β = 1
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条件付期待値は差横型より も差分型が計算し易い ｡ 前節の 導出で差分
型が 出現 した の も納得 でき る｡ 差分型 ゆえに直感も利 い た ｡ しか し ､ 下
記 の 基本的命題の 確認 には差横型 がよ い ｡
P r opo sitio n 2･5･4
w M[?】の 内積確率過程(I,別 に対 して 下記 の(1)-(4)が成り立 っ o
.(1)∀X ∈ W M[?]:(I,I)≧ 0
(2)∀X ∈ W M[P]:(I,I) - 0 ±; I - 0
(3)∀X∀習 ∈ W3y[?]:(I,那 - (甘,I)
(4)∀エ∀附Z;∈ W粥[P]:((aX ＋ 哨),之) - a(I ,之)＋b(飢 ぇ)
p マ ル チ ン ゲ ー ル線型空間 W3vt[P]に対 して も､ 内債確率過梶(I ,ち)
を利用 した ノ ル ム確率過程(I)の 導入が可 能で あるo 線型代数 における
内積 とノ ル ム の 関係もその まま成り 立 つ ｡
D e丘ni七io n 2.5.2
(I)- (I,I) - ((I, 礼)T= o - ((I)i)T= .
Propo sitio n2･5･5
(I)i -〈
Ep[Xo2lAo] (i - 0)
E,[X.
2
lA｡]＋ ∑
t
s = 1
Ep[(Xs - Xs - 1)
2
lJLs - 1】 (l≦t≦T)
Pr opo sitio n 2･5･6
･xv甘 ∈ W M[P]: (Xm) -去((x ･郎 - (X W )
上記の 内積 ･ ノ ル ム 関係は単に 一 般論を適用 しただけで あるが ､(I,郎t
と(I)t の 具体的な定義式 で計算すれ ば全く別 の 形式を得 るo
Propositio n 2.5･7
∀x - (xt)T= o∀習 -(YtlT=. ∈ WM[?]で 次式(1≦t≦T)が成り立 つ o
E,[(Xt - Xt ～ 1)･(Yt - Yt _ 1)トAL _ 1] - 仙 ･ Ep[(Xt - Xt - 1)
2
lAt - 1]
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ただ し ､ 次式(1≦i≦ T)と
FL舌 =I
Ep[(Xt - Xt _ 1)(Yt - Yt - I)1A ト 1]
Ep[(Xt 一
定値確率変数 1
Xt- 1)21At _ 1】 (
Xi ≠ Xt_ 1)
(Xt - Xt _ 1)
po = 1(定値確率変数)で 可予潮な確率過程 p - (pI tT= . を定義する .
Propo sitio n 2.5.8
内債確率過程(I,m - ((I, 恥)tT- o と ノ ル ム確率過程(I)- ((I)i)tT= o
との 間に は次 の 関係が成 り立 っ ｡
去
vt(1≦舌≦ T):(I, 恥 - (I,mo＋ ∑[ps ･((I)a - (I)8 - 1)]
β==1
この 命題 は 内債確率過程(I,m が ノ ル ム 確率過程(I)に よ る確率積分
で表現される こ とを示す｡
2･6 確率積分と生成空間
本稿にお ける確 率積分の 定義を以 下に述 べ る ｡ そ の 準備 で ､ 確率事象
空間 M - (f7,B,･ A)にお い て ､ A 適合な確率過程 の 全体 から成る線型空間
を u3Wと表記 し､ A 可 予測な確率過程の 全体か ら成 る線型空間を RM と
表記す る｡
D e丘nitio n2.6.1
2 つ の 任意の 確率過程 α - (αt)T=o ∈ u,wと21 - (Zt)tT= o ∈ uM に対 し
I.
t
α sd Zs を
∀"o ≦舌≦ r):1
舌
a sdZs -妻[as ･(zs - z8 - 1,] (2･6･1'
と定め(i - o の場合は 両辺 0)､ これ を α - (αt)tT= o の 之 - (Zt)t
T
= o に よ
る(ほ で の)確率積分と いう ｡
【Re m ark] 確率積分 は 絹 の確率変数 α1, ･ ･ ･ , αt とt＋1個 の確率変数
Zo, Zl, ･ ･ ･ , Zt と で算出され る確率変数 で ある.
内積くX,m をノ ル ムくX)に よる確率積分 で表現 して おく｡
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T heore m 2.6.1
内積確率過程(I,ち) - (くX, 恥)F= o とノ ル ム 確率過程(I)- ((I)i)T= o
と の 間には次 の 関係 が成 り立 つ ｡
∀エ∀習∈ WM[P]∃!α ∈ RM :(I, 恥 - くX,郎o ＋L
七
α sd(I)s
次に ､ 確率積分の確率過程と して 確率積分過程を導入する｡
D efinitio n 2.6.2
2 つ の任意 の 確率過程 α - (αt)T= o ∈ uM と之 - ‡Zt‡F=. ∈ u M に対 し
fαd之-〈(fαdZ)七)?I. -(f
t
α8dZs〉;=.
と定め ､ こ れ を α の 之 による確率積分過程と い うo
Propo sitio n 2･6･1
α ∈ uM の X ∈ W M[P]に よる確率積分過程にお い て 次式が成り立 つ o
∀α ∈ u3y(∀X ∈ W M[P] : α ∈ RM 斗(/αdX)∈ W M[?】
De免ni七io n2.6.3
α ∈ uM の X ∈ W M[P]に よる確率積分過程 で ､ 特に α ∈ 況M の場令
fαdX -((/αdX)i)?=o [α ∈ RM ,
を伊藤積分過程と い い ､ そ して 確率積分(fαdX)t を伊藤積分と い う｡
本節で 定義 した確率積分 の概念は マ ル チ ン ゲ
ー ル表現定理 に対 して 如
何 なる役割 を担うの で あろうか ､ そ れ に答 えるの が 次 の 定義 で ある｡ す
なわち ､ 線型空間 W,y([?]の要素 X から部分線型空間 LM[X]を生成す る
手段が確率積分で ある｡
D e丘nitio n2.6.4
任意 の マ ル チ ン ゲ
- ル X ∈ W M【叩 こ対 して LM[X]を次式 で 定め ､
を X の 生成す る (X の 張る) 部分空間と い う.
∀x ∈ W3y([?]: LM[X] -i/αdX(∈ W M[P])
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･ ∈ 況M)
これ
P ropo sitio n 2.6.2
任意の X ∈ W M[P=こ対 して ､ L3W[X]は W 岬]の 部分線型空間 で ある｡
P ropositio n 2.6.3
任意 の X ∈ WM[g']に対 し て ､ 線型 空間 L,w[X]は X 自身を含ん で い るo
以上 の 準備が整 えば ､ 次 の 命題 が当面 の 目標 で ある｡ 線型代数の 初歩
的な命題 に対応す るが ､ マ ル チ ン ゲ ー ル表現定理 の 起点 で ある｡
内積確率過程(I,別 に よる直交を示＋.
Propositio n 2.6.4
任意の マ ル チ ン ゲ ー ル 習 ∈ W,w[P]に対 して次式が 成り立 っ
.
∀加習 ∈ W 抑] : 甘T X → 習T L,JX]
た だ し､ X ∈ W M[P=ま任意 に定めて おくo
習T X は
(2･6･2)
2･ア マ ル チ ン ゲ ー ル表現定理
前節の 命題2･6･4 は 下記 の命題 と同値 で ､ こ の形式は計算処理 できる ｡
Pr opositio n 2.7.1
∀ 枇 W - α ∈ RM : (I,” - o -(/αdX ,B)- 0
証明は ､ 内項確率過程 と確率積分 の 各定義 に戻 っ て 地道 に計算 して もよ
い が ､ 次の 公式(証明は地道な計算)を利用する｡ こ の 公式は他で も使う｡
Propositio n2.7.2
∀xvy ∈ w 岬 ∀α ∈ RM :(/αdX”)-/αd(Xm'
命題2･7･1は ､ X と甘の 直交 を前提に ､ X の生成する部分線型空間と甘
が直交するo これ を俊定の 無 い形式に変換する こと を試み る｡･す なわち､
先に X の 生成する部分線型空間 LM[X]bミあ っ て ､ そ こに任 意 の 甘 から垂
線を下ろす命題を導 出する o 甘 か ら LM[X] - の射影 を考 えれ ば､
∀貼 W 珊 ∃'α ∈ RM : 甘 -(/αdz)I(甘 -/αdX)
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が期待され ､ 右辺 の 第 2項が垂線と推測で きて ､ これが Ⅹと直交する o
(ち -fα -)- 〈… ト(/α -)- 0
中辺 の 第2項 には命題(1.2)の 公式が適用 でき る｡
(fαdX })-fαd(I,エ, -fαd〈X'
中辺 の 第 1項は下記 の 関係式が役に立 つ o ただ し , 初期値は邪魔で あるo
∀xv召∈ W M[?]∃!p∈RM : くX ,ち) - (X乃)o ＋∫FLd(I)
(I,ち) - ((I, 恥)T=. の 定義 に戻れ ば､ (I,匂
- Yo)は初期値 0 であるo
以上 の 考察を整 理す ると次の 結果 にまとま る｡
Propositio n 2･7･3
内積確率過程(X乃)とノ ル ム 確率過程(I)は次 の 関係を持 つ o
∀xv召(- (YL)T= .)∈ W M[P]j!FL∈RM ‥(I,ち - Yo) -/〃d(Ⅹ)
T heo r em 2.7.1
任意 の マ ルチ ンゲ ー ル匂(- (Yt)T= .)∈ WM【即 こ対 して 次式が成り 立 つ o
- w M[P'ヨ!α ∈ 況M :(( - o)Jα -)T LM[X'
ただ し ､ X ∈ W M[印ま任意に定めて おくo
マ ル チ ン ゲ ー ル表現定理の 本質部分は既に完成 して い るo 後は ､ 最終
的な形式に移行するだけで ある｡ まず､ 準備 と して ､ ? マ ル チ ン ゲ
ー ル線
型空間 W M[?]の 次元 の 有限性 を確認する. W M[?]を含む uM で確認 して
お けばよ い ｡
P r opo sitio n 2･7･4
確率事象空間 M - (叩 ;A)で ､ 増大情報系 A - (At)T= oに適合する確率
過程Z, - (Zt)T= . の 全体か ら成る線型空間 uM は有限次元で あるo
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[proof] A と 之 の そ れぞれ を列展開 し､ At か らZt の 次元 を考えるo
A - (At)t
T
= .
- (Ao, ･ ･ ･ ,At, - I ,AT)
之 - (Zt‡t
T
= .
- (zo, - ･ ,zt, ･ ･ ･ ,zT)
A舌 は標本空間 0 - (ul, - , L Ji, ･ ･ ･ ,LJn)の 直和分割 で あるか ら､ Atカミ0
の ut個分割 で あれば確率変数 Zt は ui次元 の 実数 ベ ク トル で表現 され る.
従 っ て ､ 線型空間 u別 の 次元数 は ∑t
T
= o uL で ある.
D e丘ni七ion 2.7.1
L山X]T を次式 で定 め ､ これ を LM[X]の T 直交空間と い う｡
∀x ∈ w3m : L3d[X]
T
- (習(∈ W M[P])1習T LM[X])
Propo sitio n 2.7.5
P マ ル チ ン ゲ ー ル 線型空間 W3W[P]にお い て 次式が成 り 立 っ ｡
∀X Vy(- (Yt)t
T
= o)ヨ!9]!Jt∈ W M[P] :
(( w o)- 9＋ X)&(9∈ LM[X])&(” ∈ LM[X]T)
The o r em 2.7.2
空で な い P マ ル チ ン ゲ ー ル 線型 空間 W 抑】に対 し て 正 の 整数 m が 一 意
に定まり ､ 次式が成 り立 っ ｡
′
∃xl - ･ ∃X- ∈ W M[P':(viVj(1 ≦i≦j ≦-,:iij - XiTXj)&
(∀習∈ W 抑]∃!91 ∈ 叫 Xl]- ･ ∃!9m ∈ LM[Xm]:(習 - Yo)- 91＋ ･ - ＋9〕
rpro of] 線型空 間 W M[P]の 次元 数に関する帰納法 で証明すればよ い o
上記 の 定理 にお ける初期値 の 調整(甘 - Yo)tま､ P マ ル チ ン ゲ ー ル 線型
空間 W M[P]を初項 Yo - 0の 要素習 - (Yt)tT= . の集合 に改定すれ ば避 け
られるo 本稿は ､ Dothan(1 990)の 方式に合わせ ､ 初項 端 - 0に限定 し
･
な
い 定義方式と した｡
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2.8 増大情報系と直交基底
確率空間 Mp - (0, 叩 ;jL)の 増大情報系 A - (JLt)T= o に対 し ､ 時刻ま
JL壬 -(nit', ･ - , o5
t'
7
･ -
, 鴫〉 【o の 直和分割】
の 直和分割 A七 が上記 で ､ JLt の 分割要素 n5
t)が分割要素 n5:'
1)の k個 の
n!i' - n!il'
l'∪ ･ ･ ･ ∪ 軒)∪ ･ ･ ･ u nt(:'
1) 博 和;喝十
1) ∈ 恥 1】
直和で あるとき ､ A の n!t)にお ける分裂指数は k であると い うo
D e丘ni七io n 2.8.1
儀 率事象空間 M - (∩,B;A)の増大情報系A - (At)F= . に対 し､ JLから生
じる分裂指数 の最大値を A の 最大指数 と い い ､ A から生 じる分裂指数 の
最小値をjL の最小指数 とい うo
propositio n 2･8･1
確率事象空間 M - (∩,B;A)の増大情報系 A に対 し次の評価が成り立 つ o
A の 最大指数 ≦ n [ただ し n - (ul, - ･ , LJi, - , un)]
T he o r e m2.8.1
確率事象空間 M - (0,B;JL)上 の 空 で ない P マ ル チ ン ゲ
ー ル線型 空間
w M[P]は ､ 増大情報系 A の最小指数が 2以上ならば､ A
の最大指数が K
で ある とき ､ ,a - 1個の マ ル チ ン ゲ
ー ル 直交基底を持 つ .
増大情報系A の最大指数が K で あれば､ n5
七)からの分岐も高 如 個 で
ぁる. 分 削 が存在 しない と分 断 - 分岐 指 も存在し ない o こ の ような状
況で ､ 最大指数 柁 に対 して ､ K - 1は何を表現 して い るの で あろうか o 最
も自然な解釈 臥 おそ らく ､ 下記 の 対(1,i)の個数 K - 1 であるo
(1,2),(1, 3), - ,(1,3
･
), ･ - ,(1, a - 1),(1, a)
対(1,i)8ま分岐1 と分 断 の 高々 2進路に限定された確率過程 を想起
させ
る. Xt(LJ)[Vu ∈ 0皇
七)】を定数と して ､ n皇
t)上 の 端＋1(”)を以下の方式 で
定義すれば､ 実質的に分岐1と分岐jの 高々 2進路に限定された マ /レチ ン
ゲ - ル X(i) - (Xt
(i))T=. が帰納的に定ま る｡
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A の n吉t)にお ける分裂指数 が 2以上 で ､ 分 削 が存在す る場合 に は次
ル ー ル(状況 に より後述 の微調整)で Xt＋1(”)を定 める o
(1) Vu 甜 1(1
t十1)
I xi
()
1(w) -
p(f71(
i))
p(o8(;＋
1)
)[芸(xt'j'(”,･ 1)]
(2) Vu ∈ 噌＋1) ･ xt(i)1(LJ) - Xt(i)(”) - xL(i)(”) = o
(3
'
- 1) VLJ∈ 蝶11) : xt(i)1(”) - Xt(i)(w ト Xt(3
.
)(w) = o
(i) Vw ∈昭＋1) ･ xt(i)1(”)-
p(nt(
i))
p(og＋1))[喜(xt
'3
'
'(”) - 1)]
(j＋ 1) Vw ∈ n
l
(
,Ill) ‥ xt(i)1(”) - Xt(i)(u ト Xi(3
'
)(”) = o
(a - 1) Vw ∈ 昭二11) ‥ xt(i)1(”) - Xi(i)(u ト Xt(3
'
)(LJ) = 0
(a) vw ∈ 叱＋1) I xt(i)1(”) - Xi3
'
)(LJト Xt(
3
'
)(w) = o
ただ し ､ 上記 の(1)と(i)で ､ 次の坂定(定義時に調整すれ ば可能)を置く.
xi
(i)(”)【vu ∈ oft'] ≠ xt'i'1(”)[Vu ∈昭＋
1)
]
xt
'j)(”)[vw ∈ n8(
i'] ≠ xt'i'1(”)[Vw ∈ 軒
1)】
本稿は VLJ ∈f7:P(”)> 0 を前提 に して い る の で ､ 次式も成り立 っ .
vj(1≦j ≦指) : 叩宕＋
1))≠ o
A の f?
8
(i)にお ける分裂指数が 2以上だが ､ 分 断 が存在 しない 場合 に
は Xt
(i)1(w)を次 の よ うに定める ｡
vw ∈ o
i
(
l
t十1)
･ xt
(i)1(LJ) -
p(fl8(
i))
叩 8(:＋
1))
xt
(3
'
)(”)
vw ∈(o8(
舌L o
8
(
1
t＋1)): xt(i)1(w) - Xt(i)(u ト Xt(3
'
)(w) = o
こ の 場合 は ､ 0 < P(I?fl
t＋1))< p(o%(
i))で あるか ら､ 次式が成り 立 っ o
xt
'j)(”)[vLJ ∈ OL(
t'] ≠ Xt'i'1(w)[Vu ∈噌＋1)]
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A の最小指数が 2以上 なら ば､ 次式が成 り立 つ ように ､ マ ルチ ンゲ
ー
ル X(3
'
) - (Xi(
3
'
))F= . を定義す る ことが で きた .
vj(l≦i ≦K)Vu ∈喝＋1) ‥ xt(i)1(w 卜 Xi(3
'
)(”)≠ 0
この ように定義された IS - 1個 の マ ル チ ン ゲ
ー ル が互 い に独立 で ある こ と
x(1) = (xi
(i)
‡T= . , - , I(3
･
) - (Xi(3
'
))T= ., ･ ･ ･ , I(
a - 1) - (xt
(a - 1))T-.
は推察が つ く. 空で ない P マ ル チ ン ゲ ー ル線型空間 W M 阿 の任意 の 要素
b(1) - (y!
1))T= . は ､ こ れ等 信 一 1個 の マ ル チ ン ゲ
ー ル に よる伊藤積分 で
表現され る ｡ 次式が成り 立 つ の で ､ 確率積分に なる こ とは理解 でき るo
VLJ∈鴫＋
1)
:yi'1(LJ)- Yt(”) -
Yt＋1(LJ卜 Yt(”)
xi
()
1(LJ卜 Xt
(3
'
)(”)(xt
'i'1(”) - Xt'j'(”)
軒) の 要 凱 に対する Yt.1(”),Yt(w), Xt
'i'1(u),Xt'3
'
'(”)の 値は全て 時刻
o で確定 して い る o 従 っ て ､ 確率過程 ｡(
3
'
) - (α皇j)lT= . を下記 の 定義式 で
∀u ∈鴫＋
1)
‥ αi3
'
)
(LJ) -
Yt＋1(LJ) - Yt(”)
xt
(i)1(”) - Xt(i)(LJ)
定めれ ば､ α(3
'
)は増大情報系jL- (A七)F= . に関 して可予測で あるo
これま で の議論に より ､ 空で ない P マ ル チ ン ゲ
ー ル 線型空間 W M[即ま
増大情報系 A の 最小指数が 2以上ならば､ JLの最大指数が K で ある とき ､
fC _ 1個の マ ル チ ン ゲ ー ル 基底をも つ ｡ 複 軌 こ の 基底を Gram
-Schmidt
の 手法 で直交化すれ ばよ い ｡
2.9 確率微分と G irsan o v定理
確率積分 の概念から初期値情報を取り去ると確率微分が出現 して く るo
[yt - c ＋f
舌
α sdXs]5[(Yo - a)&(dye - atd Xt)]
本稿で定義 した確率積分 の場合は ､ 任意の確率過程 之 - (Zt)T= o に対 して
dZ. - 0 , d Zt - Zt
- Zi _ 1(1≦舌≦ T)
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と定義す るこ と と同等 で あるo これを(I,那 - ((I,ち)七)T= . に適用 して
(Xt ･ Yi) - (Xt + ･ Yt - 1) - (X ･ Y)i - (X ･ Y)ト 1 - d(X ･ Y)i
を考慮すれば次の 微分公式が 得られ る｡ た だ し､ これ だ けで は有効性が
d(I,習)七 - Ep[d(X ･ Y)tIAt _ 1】
低 い ｡ これに下記 の確率微分 の基本公式が組み合わ さる と発展が始ま る｡
d(X ･ Y)毛 - (dXt)･(dYt)＋(Yi- 1 ･ dX ＋ Xt _ 1 ･ d Y)
X - ‡Xt)tT= o と召 - (Yt)T= . が マ ル チ ン ゲ ー ル(I,匂 ∈ W M[P])で ある
こ とか ら､ 基本公 式を微分公式 に代 入す ると ､ 基本 公式の 右辺第2項が
消滅す る｡ 従 っ て ､ 微分公式 は次の 形式になる ｡
d(I, 恥 - Ep[(dXt)･(d YJIA ト 1] (2.9.1)
通常の 微分公式 で あれ ば微分 2次の 項が 消滅 して 微分 1 次の 項が残存す
るが ､ 確率微分 にお い て 壮微分 1次 の 項 が消滅 して 微分 2次の 項 が残存
した｡ 微分公式(2.9.1)は ､ 差横型 で 内積確率過程 を扱えば直接 に得 られ
る ｡ 本稿 は ､ 確率微分と通常微分 の違 い を認識す るため に 上記 の 方式を
と っ た ｡ (2.9.1)で確率微分の 特徴を取り 込 んだが ､ 実際に微分公式 を適
用す るた めに は ､ や はり微分1次の 公式が必 要に なる｡ 再度(2.9.1)で マ
ル チ ン ゲ ー ル 性 を活用すれば ､ 目標 の 微分公式が得 られ る｡
d(I, 恥 - Ep[Xt ･ d ye(JLト 1] (2.9.2)
Girs a n o v定理(有限離散型)を証明する準備 と して Radon - Nikodym 過
程 を簡単 に扱 っ てお くo 確率事象空間 M - (0,B;A -(At)T=o)におい て ､
同値 な確率測度 P と Q(本稿 の場合∀山 ∈ 0:Q(LJ)> 0)で A - (At)T= o を
Vt(0≦ま≦ T): A七 - E9,[霊IAt]
と定め ､ これ を Rado n- N ikodym 過程 と い うo Rado n- N ikodym 微分霊は
下記 の AT 可測 な確率変数 と考え て おく｡ た だ し､ ni - (LJi)で ある.
dQ
♂:P
一 課Iol ･課‡IQ2 ･ ･ ･ ･ ＋謁Ioi ･ ･ ･ ･ ＋冨掛 n
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以 下に ､ Radon - Nikodym 過程 A - (At)T=. の初等的な命題 を列挙す るo
dQ
AT = 面 , Ao
- 1
, Vt(0≦t≦ T): At > O
Vt(0≦ま≦ T): Ep[AifA舌】 - At - Ep[ATIAf]
下記 の 4命題は Girs anov 定理(有限離散型)の証明で重要な役割を担う｡
Pr opo sitio n 2.9.1
Radon - Nikodym 過程 A は確率測度 P に関して マ ル チ ン ゲ ー ル で あるo
Pr opo sitio n2.9.2
A - (At)T= o と A 適合な任意 の X - (Xt)tT=. に対 して次式が成り立 っ .
ViVjVt(0 ≦i≦j≦ま≦ T):Ep[At ･ XjlAi] - Ep[A,･ ･ XjJAi]
Pr opo sitio n 2.9.3
確率事象空間 M - (∩,B;A -(At)T= .)にお け る At可測 な任意 の確率変数
X に対 して 次式(確率測度 の変換公式)が成 り立 っ .
Ep
Vt(0≦i≦ T): EQ[X‡At] - [x% At]
E3'[
dQ
dP
At]
Propositio n 2.9.4
任意の マ ル チ ン ゲ ー ル X - (Xt)T= . に対 して次の 微分公式が成り立 っ .
∀x - (xt)t
T
- o :[x ∈ w M[P] →[d(A,I)i - Ep[At ･ d XtIAt 1 1]
以上 の 準備に より Gir s a no v定理(有限離散型)を基本形式 で証明す る｡
Propositio n 2.9.5
MQ - (∩,B,Q;A -(At)tT=o)にお ける A 適合な任意 の X - (Xt)F= . に対 し､
Y - Xo , Vt(1≦t≦ T):d Yt･- d Xt - EQ[dXtlJLト 1]
で召 - (Yt)tT=o を定めれば 馴ま確率測度Q に関 して マ ル チ ンゲ ー ル で あるo
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Propositio n 2.9.6
確率事象空間 M -(I?,B;JL-(Jt七IF= o)にお い て ､ P と Q を同値な確率測度
とすれ ば､ 任意の P マ ル チ ン ゲ ー ル X - (Xi)T= o に対 し次式が成 り立 つ ｡
∀t(1≦i≦ T): E9[d XtIA ト 1] - a(f
t d(A,I)8
As _ 1)
[Pro or】
EQ[dXLIA ト 1] -
Ep[普d XilA ト 1】
Ep[富IAt - 1]
E5,[A舌d Xt]JLt _ 1】 d(A, I)七
Aト 1 A ト 1
Eg,[ATd XtlA ト 1】
- d(1
L
At_ 1
d(A,I)8
Aβ _ 1)
Propo sition 2.9.7
Yi の 定義式 d Yt - dXi - EQ[d XtlA ト 1](1≦i≦ T)は次式と同値 で ある .
Yt - Yt _ 1 -(xtイd(A,I)sAβ _ 1)-(xt- 1 -(
1 d(A, I)s
Aβ _ 1)
T he or em 2.9.1
確率事象空間 M -(0,B;A -(At)F= o)にお い て ､ P と Q が同値 な確 率測度
で あるとき ､ 任意 の ? マ ル チ ン ゲ ー ル X - (XilT= . に対 し甘 - (Yi)F= o を
vt(o ≦舌≦ T) : Yt - Xt -f
t d(A,I)8
As - 1
で定 めれ ば､ 召 は確率測度 Q に関 して マ ル チ ン ゲ ー ル で ある.
Radon- N ikodym 過程 の 指数型表現 を利用す る と ､ 確率積分を含 ま な
い
､ 通常形式 の Girs a n ov 定理(有限離散型)が得られ る ｡
Propo sitio n 2.9.8
Rado n- Nikodym 過程 A - (A七IT=.0 - (Ep[普1At])T= . に対 して ､
･ - {@t}T- o -/去dA-(L
t
去dAs)t
T
= o
は - レチ ンゲ - ル
で あり ､ 次式(指数関数型 の 確率積分方程式)が成 り立 つ ｡
∀t(0≦t≦ T) : At - Ao ＋
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L
七
As _ 1d*s(Ao - 1)
Propo sitio n 2.9.9
[At - Ao ･f
t
A
s
- 1d @s]与[dOt -
P r opo sitio n 2.9.10
1
^ ト 1
･ 机]
[d Yt - d Xt - EQ[d Xtf 叫]与[d Yt - dXt - a(@ ,I)t]
[Proof] d(◎ ,I)i - Ep[(d ◎t)I(d Xt)lAt _ 1]
- Ep[(去･ dAt)I(dXi)!At- 1]- 去･ Ep[(d A七)･(d Xt)1A - 1]
E3)[Atd XiIA ト 1】 Ep[ATd XtIA ト 1]
Aト 1 Ep[雷JA ト 1]
T he or em 2.9.2
確率事象空間 M -(0,B;A -(At)T=o)にお い て ､
- EE3[d XtIA ト 1】
P とQ が同値 な確率測度
で あるとき ､ 任意の P マ ル チ ン ゲ ー ル X - (Xt)tT= o に対 し甘 -(Yt)T= o を
Vi(0≦t≦T) : Yt - Xt - (◎ ,I)i
で 定めれ ば､ 1=ま確率測度 Q に関 して マ ル チ ン ゲ ー ル で あるo
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